. Proba de Avaliacion do Bacharelato
CiUG para o Acceso a Universidade Codi
COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA Odlgo: 20
N P
U = CONVOCATORL; (])E;;TRAORDINARIA
MATEMATICAS II

EXEMPLOS DE RESPOSTAS/SOLUCIONS

1. Numeros e Alxebra:

Para a ecuacién matricial A2X + AB = B, pidese:

a) Despexar X supofiendo que A (e por tanto A?) é invertible, e dicir cales serian as dimensiéns de X e de B se A
tivese dimension 4 X 4 e B tivese 3 columnas.

0 0 -1 0 0 1
b) Resolvela no caso en que A = ( 0 1 0> eB = (0 -1 0).

-1 0 3 1 0 -3

Solucion:

1.a) En primeiro lugar, despéxase X:
A’X+AB =B < A’X =B - AB & X = (A*>)"Y(B — 4B).
E certo tamén que X = (A™1)%(B — AB), xa que (42)™1 = (471)2.

Analizanse agora as dimensions: do esquema

A*X+AB =8

4x4pxq 4x4rx3 rx

w

deducese quep = r = 4 e que q = 3, conque X e B deben ter dimensién 4 x 3.

1.b)

» 0 0 -1 0 0 -1 1 0 -3
e Calculo de (A?%) :A2=< 0 1 o)( 0 1 0)=< 0 1 O),detA2=1O—9=1.
-1 0 3/\-1 0 -3 0
10 0 3\" /10 0 3
Logo(Az)_1=<0 1 0) =<0 1 O).
3 01 3 01
0 0 1 -1 0 3
><0 -1 0>=( 0 -1 0>,deonde
1 0 -3 3 0 -10
0 0 1 -1 0 3 1 0 -2
B—AB=<0 -1 o)—( 0 -1 0>=( 0 0 o).
1 0 -3 3 0 -10 -2 0 7

10 0 3 1 0 =2 4 0 1
x=(A2)—1(B—AB)=<o 1 0)( 0 0 0>=<0 0 o).
-2 0 7 1 0 1

3 01

0 0
e Calculode B— AB: AB = ( 0 1
-1 0

e Calculo de X:
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Solucion alternativa a 1.b):

Dado que B = —A4, tense X = (42)"1(B—AB) = (A>)"1(—A + A?) = —A~' + 1. Agora, como detA =

0 0 -1
01 0
-1 0 3

30 1\7
= —1,ainversa de A vén dada porA_1=—<O -1 O) =

1 00

-3 0 -1
0 1 O>,eentén

-1 0 O

3 0 1 1 0 0 4 0 1
X=—A‘1+I=O—10+010=000>.
1 00 0 0 1 1 0 1

20




. Proba de Avaliacion do Bacharelato
CiUG para o Acceso a Universidade Codi
COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA OdlgO: 20
N P
U = CONVOCATORL; (])E;;TRAORDINARIA
MATEMATICAS II

EXEMPLOS DE RESPOSTAS/SOLUCIONS

2. Nimeros e Alxebra:
(m+3)x — m?y = 3m,

Discuta, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema: {
8 P 8 m+3)x + my 3m + 6.

Solucion:

A notacion F; indicara “fila i”. Unha expresion do tipo F; + aF; (na que a € R e i é maior que j) quererd dicir
que no seguinte paso vaise cambiar a fila i da matriz polo resultado da operacion F; + aF;.

<m+3 —m2| Sm)
m+ 3 m |3m+6

Asi pois, o sistema que temos que estudar equivale este outro:

Fo=F <m+3 —m2‘3m)
).

0 m?+m

(m + 3)x — mzy = 3m,
(m?+m)y = 6

para o que, ao ser triangular, é doado facer a discusién. Hai que notar que m? + m = m(m + 1) = 0 se, e 56
se,m € {—1,0} equem + 3 = 0 se, e sé se, m = —3. Conseguintemente:

e Semé€ R\ {—3,—1,0}, entdn o sistema é compatible determinado, xa que a sta Unica solucidn é

6 3m + m2y
= , X = —
Y e M im m+3
-9y = -9, | A .
e Se m = —3, o sistema triangular redlcese a { 6§ _ 6 € € por tanto compatible indeterminado

s ., X =4, . Ly
(ten infinitas solucidns), porque calquera par con A € R, é solucidn.

y=1
e Sem € {—1,0} o sistema é incompatible (non ten solucién), porque a segunda ecuacién queda 0 = 6.
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Solucion alternativa:

2 a2
SexanA=(m+3 m)eA*=<m+3 m

3m
3Im+6

), respectivamente, a matriz do sistema e a matriz

m+ 3 m m+ 3 m

ampliada. Como m+ 3 e m non se anulan a vez, cimprese que 1 <rankA <rankA* <2 e tamén,
conseguintemente, que rank A = 1 se, e s6 se, det A = 0. Dado que

2
deta=|m+3 —m |=m2+3m+m3+3m2=m3+4m2+3m=m(m2+4m+3)=0(=>m
m

m+3
—4+V16-12 —4+2
2 T2

=0oum= < m e {-3,—-1,0},

a discusién do sistema queda como segue:

Caso me R\ {—3,—1,0}: rankA =rankA* =2 = n.° de incégnitas, polo que o sistema é
compatible determinado (ten unha Unica solucién).

0 —-91-9
0 —-31-3
rank A* = 1 < n.° de incégnitas, o sistema é compatible indeterminado (ten infinitas solucions).
2 —-1]-3
2 -1 3
rank A* =2 > rank A4, situacidn na que o sistema é incompatible (non ten solucion).
3 00
3 0le6
rank A, situacién na que, de novo, o sistema é incompatible (non ten solucién).

Caso m = —3: rank4d =1 e A" =( ), co cal tamén rankA4* =1. Ao ser rank4 =

Caso m=—1: rankA=1 e A*=( ) Como |§ _g|=12¢0, sabese que

Caso m=0: rank4d =1 e 4" =( ) Como |§ 2 =18 # 0, sdbese que rank4A* =2 >
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3. Anidlise:
Determine os valores de a e b que fan que a funcién f(x) = { x se x<0, sexa, primeiro continua, e
bx se x=0

logo derivable.

Solucion:

A funcién f é derivable, e por tanto continua, en R\ {0} para valores calquera de a e b; s6 hai que facer
a—cos

2752 non é finito cando a # 1, f non pode

entdn o estudo no punto x = 0. Debido a que 11%1 flx) = lirgl -
x—->0" x—->0"

ser continua neses casos. Fixemos pois a = 1 e consideremos
1—cosx

fo) ={"% se x <0,
bx se x=0.

1-cosx

e Continuidade: nétese que f(0) =0, lir(r)l_f(x) = lil’(I)l_ = lirgl_ sinx = 0 (onde se usou a
xX— xX— X—

regra de L'Ho6pital), e, para calquera valor de b € R, lir(r)1+f(x) = 1il’(I)l+ bx = 0. Por conseguinte, f é
xX— xX—
continua en x = 0 se, e soamente se, (a,b) € {1} X R.

e Derivabilidade: séguese a asumir que a = 1, co cal f é continua (se non é continua, non pode ser

derivable). Temos polo tanto que
xsinx —1+4 cosx

' _ se x<0
fi(x) = x2 ’
b se x>0.
p . . . xsinx—1+cosx . sinx+x cosx—sinx . cosXx 1
Como f é continua, lim f'(x) = lim —————= = lim = lim = - (onde
— — 2 — —
x—-0 x—0 x x—0 2x x—0 2

se usou a regra de L'Hopital) e lir(r)1+f'(x) = lir51+b = b, a funcién f é derivable en x =0 se, e
X— X—

1
soamentese,a=1eb = >

Solucion alternativa para o estudo da derivabilidade (empregando a definicion de derivada):

1-cosx
— se x<0 . x)—f(0
Sabemos que f(x) = { x ’ Xxa que a ten que valer 1. Agora, como 11m_% =
bx se x=>0. x=0
. 1-cosx . sinx . cosx 1 . A
lim =1l = lim = - (onde se usou duas veces a regra de L'Hopital) e
x—0" X x—-0" 2x x—0~ 2 2
. x)—f(0 . bx , .y , .
lim fI-7O _ lim — = b, concludese que a funcién f é derivable en x = 0 se, e soamente se, a =
x—-07t x x—-0t X

1eb=l.
2
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4. Andlise:

1
-x+1 se x<0,
a) Calcule a drea da rexidn encerrada polo eixe X e a grafica de f(x) = {3
(x—1)?% se x=>0.

b) Calcule [ xVx? — 1 dx.
Solucidn:
4.3)
Tendo en conta que y = §+ 1 é a recta que pasa por
4 | (—3,0) e por (0,1) e que y = (x — 1)? é a parabola
de vértice (1,0) que pasa polos puntos (0,1) e (2,1),
8l Sttt e & chégase ao debuxo da esquerda, onde estd raiada a
B " / rexidn cuxa area se pide.
L y=241 y=E-17 Agora é claro que esa drea vird dada por

1

/,, | : or
o /,}rﬁ TT\N A=%+L(x—1)2dx=;+[%] =E+%

ST 0
942 11 _
—_ —_ 2 2
as | = 6 = 6 u - =1.83u )
@ b & 3 i : . onde u indica “unidade de lonxitude”.

4.b) Mediante o cambio de variable
z=x*-1, dz = 2x dx,
obtense

123%/2 12 1
fx xz—ldx=—J\/Edz=——+C=—-— Z3+C=§ (x2—-1)3+C.
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5. Xeometria:

Sexan r a recta de vector director (Zr(l,O,B) que pasa por P(1,0,0) e m: —2x + y + z = 0. Pidese a posicidn
relativa de r e . En caso de que se corten, achar o punto de corte.

Solucion:

- -

O vector 71,;(—2,1,1) é normal ao plano m. Como d, -1, = —2+3 =1+ 0, os vectores d, e 7i; non son
perpendiculares, e polo tanto r e T cortanse nun punto.

As ecuacions paramétricas de r son

x=1+ 4,
ri{y= 0, 1€eR.
z= 34,

Substituindo na ecuacién do plano obtense o valor de A que proporcionara o punto de corte:
—2(14+D)+31=0= -2+1=0=1=2.
Téfense asi os valores seguintes:

x=1+1=3,
y=0,
z=31=06,

é dicir, r e  cértanse no punto Q(3,0,6).
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6. Xeometria:
a) Calcule k sabendo que os vectores 1(2,0,0), ¥(0, k, 1) e W(2,2,2) son coplanarios.

b) Obtefia a ecuacién implicita do plano  que pasa por P(1,0,0) e conténar:x — 1 = Syl

Solucion:

6.a) Ao ser coplanarios, son linealmente dependentes, de xeito que o valor de k pode ser calculado como
segue:

2 0 0
0 k 1
2 2 2

=4k—-4=0=k=1.

6.b) Q(1,0,—1)€re &r(l, —4,3) é vector director de r. O plano 7 pasa por P(1,0,0) e estd xerado por
d.(1,-4,3) e PG(0,0,—1), é dicir,

x—1 'y z
m| 1 —4 3[=0eomid4x—-4+y=0mix+y—4=0.
0 0 -1
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7. Estatistica e Probabilidade:
O 57% dos estudantes matriculados na Universidade de Cambridge son naturais do Reino Unido e, de ent

re

todos eses, o 83% aproban con honores. Ademais, a porcentaxe global de aprobados con honores é do 80%.
Calcular a probabilidade de que un estudante elixido ao azar non nacese no Reino Unido sabendo que aprobou

con honores.

Solucion:

Se RU = “ser natural do Reino Unido” e AH = “aprobar con honores”, tense a seguinte taboa de
continxencia:

AH AH
RU 57 X 0.83 =47.31 100 X 0.57 =57
RU 32.69
100 x 0.80 = 80 100
A probabilidade pedida é polo tanto P(RU|AH) = % = 0.408625.
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8. Estatistica e Probabilidade:

a) Nunha determinada poboacién de arbores, o 20% tefien mais de 30 anos. Se se elixen 40 arbores ao azar,
calcule a probabilidade de que soamente 4 deles tefian mais de 30 anos. O numero total de arbores é tan

grande que se pode asumir eleccién con substitucion.
b) Se X segue unha distribucion normal de media 15 e P(X < 18) = 0.6915, cal é a desviacion tipica?

Solucion:

Sexa X = “numero de arbores de mais de 30 anos, de entre os 40”.
X — B(n,p), conn=40ep = 0.2.

Logo g = 1 —p = 0.8, co que a probabilidade pedida é
4y = (40) 4 36 _ 40°39-38-3" 4 36 _ 4 36
P(X =4) = = . . =10-13-19-37- (0. )
( ) ( )p 371 (0.2)*(0.8) 10-13-19-37-(0.2)*(0.8)

=91300- (0.2)*(0.8)3° ~ 0.0475.

8.b)

5
X —>N(5,0)=7 =T—> N(0,1).

Polo tanto,

1 5 3
P(X <£18) =0.6915< P (Z < ) =0.6915< P (Z < E) = 0.6915.

o
Indo agora & taboa da distribucién N(0,1), vese que% ~ 0.5,deonde g = % = 6.
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